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Extracto do fase. 1l do tomo XXXV1
dos :
«Anais da Faculdade de Ciénclas do Porto>

TRES LIGOES SOBRE A'TEORIA G_ERAL DOS ANEIS

2.2 Lagio (1)

Anéis primitivos

1) Introdugdo — Dedicaremos esta licho ao estudo apro-
fundado dos anéis primitives de JACOBSON, os quais, como
veremos no § 3, se identificam com os anéis densos ou
irredutiveis de que ji faldmos nos Capitnlos XIV e XV.
Ser4 utilizada a Bibliografia seguinte: (4] —N. JACOBSON,
Structure theory of simple without finiteness assumptions,
<Transactions of the American Mathematical Societys,

" vol. 37, 1945, phgs. 9228 a 245; [5] — N. JACOBSON, The

radical and semi-simplicity for arbitrary rings, <American
Journal of Mathematiess, vol. 67, 1945, pdgs. 299 a 320;
[8] —N. JACOBSON, On the theory of primitive rings, <Annals
of Mathematics», vol. 48, 1947, pags. 8 a 21; [9] — T. Na-
KAYAMA e U. AZUMAYA, On trreducible rings, «Annals of
Mathematics», vol. 48, 1947, pdgs. 949 a 965.

As consideragfes aqui desenvolvidas, parte das quais
assentam sobre uma ideia devida.a J. DIEUDONNE, a que
aludiremos adiante, incluirio nm método de estudo de
certos anéis sunples, no qual se reencontra, como caso par-
ticular, .0 2.° teorema fundamental de WEDDERBURN-ARTIN,
constante de [(I), pig. 57]. No Capitulo seguinte serfio
coroados os raciocinios expostos, tratando-se uma anilise
oxtensa dos anéis semi-simples nos diferentes sentidos.
Far-se-4 0 que pode chamar-se, em certos pontos, uma
teoria de WEDDERBURN-ARTIN generalizada. ,

(1) Veja-se a 1.2 liglio no fascienlo anterior deste mesmo tomo,
pﬁgs 65 2 83, a fim de serem compreendldas as citagBes bibliograficas.



2) .Sobre os anéis denses eu irredutiveis — Encontrs-
mos, pela primeira vez, a nogho de anel irredutivel no
Cap. x1v, § 5. No Cap. xv, § 15, foi introduzida a nocio
de anel denso, A idenfidade dag duas noctes foi demons-
trada no Cap. Xv, § 16, por via do importante teorema de
CHEVALLEY-JACOBSON. No § prdximo serd dada uma defini-
ciio abstracta de anel irredufivel. Aqui vamos provar um
certo ndmero de resultados interessantes, que traduzem
propriedades dos anéis em questio.

Voltemos a considerar, como no Cap. xv, o anel 2 dos
endomorfismos — 9©-, do mddulo 9N sobre o anel de divi-
sio ®. Sabemos que todo o sub-mddulo — %, finito on
n#o, 6 imagem homomorfa de YN definida por idempotents,
visto ser sempre uma parcela duma soma directa igual
a M. Facilmente se vé que A o D tdm a mesma caracte-
ristica, subentendida esta como o nlimero inteiro zero, se
nenhum inteiro # o anula todos os elementos do anel; on,
de contrdrio, como o mais pequeno inteiro que goza daguela
propriedade. Séjam,  com efeito, ¢ e » as caracteristicas
respectivas, Se p=o, para cada 469 e cada inteiro m$o
édmAto, se A+o. Na verdads, seja 2ze N tal que mAto.

Entso m.mA:m(A+.'..+A)=m_gc_A, emA_,mu (1)= .

=ed ut.,..ted u=cuw, A+ ... ;zu. A=m.zcd.
Se fosse . mA==o0, seria £ d.mu=o0, 2 A (mu) (mu) " 1=
=wxAd=0, contra a hipdtese. Ao caso p==0 corresponde,
pois, ‘¢g=9¢. Supondo PFo0, escrevamos sucessivamente,
se m nfo é multiplo de- p: @dFo, x. mAd=m.zx4d,
ed. mu=m.xd, xd(mu)(mu)~*=wd, como anterior-
mente. Vé-se que 2 d . mu=x.mA+o. Assim, a caracte-
ristica de Rl 86 pode ser um muiltiplo de ». Por outro
lado, ®.p 4 =p. xd=uwd.pu=o0 mostra que essa caracte-
ristica é p. ¥ claro que todos os sub-anéis de 2, que nfo
se reduzem ao anel zero, tdm a mesma caracteristica p.

Sejam agora N, sobre D, e um jub-médulo finito N,
de ordem n. Dado um anel denso U de endomorfismos —
D, de M (que, como sabemos, pode nfo ser a totalidade

de tais endomorfismos), os elementos de 2, que induzem

() Aquiwu é ainda o elemento um do anel de divisio ®.

e

endomorfismos em 9% (ou aplicam N dentro de SN), cons-
tituem um sub-anel B, de A, e tém a totalidade dos
endomorfismos —®, de M, como imagem homomorfa.
Essa totalidade é um anel ®), onde D' é um anel de
divisio anti-isomorfo de ® (*). Assim, se ¢ for o snb-anel
de B composto dos elementos que induzem em 9 o endo-’
morfismo nulo, tem-se B/C€~ D/ . Portanto, [8, pig. 9]:

TEOREMA 1:— Se 2 é um anel denso de endomorfismos—
D, de M, ou A ¢ isomorfo dum anel D, (caso em que M
é finito sobre ®), ou, ndo sendo assim, AU tem sub-anéis com
imagens homomorfas D, para qualquer n inteiro. D' ¢ anel
de divisdio anti-isomorfo de D.

Insistamos em gqme a concretizagio do anel irredutivel
Q, como anel de endomorfismos de M, implica que YN
seja mddulo fiel: os endomorfismos pertencentes a 2 sio
todos distintos (2). NAKAYAMA e AZUMAYA, |9], definem anel
de.ideal irredutivel como aquele anel irredutivel 2% que tem
um ideal direito minimo fiel. A. esse respeito, é vélido o -
geguinte . '

TEOREMA 2: — E condigio necessdria e suficiente, para qus
um anel irredutivel U seja anel de tdeal érredutivel, que exisia
em U ideal diveito minimo. ]

Que a condigho & necessdria, resulta da definigho. Para
se ver que & suficiente, tomemos 1 como ideal direito mi-
nimo do, anel irredutivel Qf. Vamos provar que t é fiel.
Tomemos nm mdédulo fiel M. Tem-se Mr+ (o), pelo que
existe ve M tal que vr(0). Serd vr=UN. Se «e U for
tal que ta= (o), vé-se que vra=Na ={0), e=0. Ape-
nas o elemento nulo de 2l induz em r o endomorfismo
nulo, q. e. d.

Em virtude de ter lugar o homomorfismo v ~ vt =M\,
consideremos um elomento et tal que v =o. Se for

Y

(M) Cir. [(), phg. 239]. -
{2) Tem sido nossa ragra de sempre, pressupor que o8 elementos
dum conjunto de endomorfismos se imaginam sempre distintos.
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r+o0, o ideal direito (), é ignal a v, tendo-se v(r) ;= (0) =
—v1 =N, o0 que é absurdo, Deste modo, a relaciio vr=10
implica r==0, pelo que tem lugar o isomorfismo r== N,
0 que permite enunciar este.

)

. "7 N
- COROLARIO 1:— e um anel drredutivel tem ideais direi-
tos minimos, tats tdeais sio fodos isomorfos.

Estendamos a nogio de representaciio tratada em (I),
Cap. vii. Dado um anél &, uma representa¢io de © serd

umsa correspondéneia anular homomorfa ¢ — @, entre a6 &
—

6 3¢S, na qual este tltimo anel se supde concretizado
como anel de endomorfismos de determinade médulo. A re-
presentaciio serd fiel, se a correspondéncia ¢ — & for um

isomorfismo, e serd Zrredutivel, se & for irredutivel. Hm
(I), geralmente, 0s elementos de & induziam endomorfis-
mos num mddulo finito relativo a um anel de divisio.
Entfio, aos referidos endomorfismos, fizemos corresponder
matrizes quadradas finitas com elementos ‘daquele anel de
divisdo, de sorte que a representaciio era dada, indirecta-
mente, por um anel de matrizes-finitas.

Duas representagbes &) e &, de O, dir-se-do equiva- .

lentes, se os mdédulos M, o M, sobre que operam Sy o
S, respectivamente, forem isomorfos — &, Significa isto
o seguinte: se m;6 My, w36 My, hd uma correspondén~
cia isomorfa x{ >3, tal que, para cada a6 S, so tem
w1 &> 3@, O simbolo @@ representa x;il;, onde @, 6 S, é
o correspondente. de @ no-homomorfismo anular &~ &;.
Definicio andloga se déd de wga. . .

Do que anteriormente se disse sobre anéis irredutiveis,
podenios concluir este '

TEOREMA 3:-— Todas as representagles fidis dum anel irre-
dutivel que tenha ideais dirveitos minimos sdo egquivalentes.

Se QU for o anel irredutivel e t um ideal direito minimo

do mesmo, supondo A; e A, duas concretizagies de U
como endomorfismos de YN ; e M, respectivamente, vimos

que os ideais r; e ta, isomorfos de v, e pertencentes a
Ay & Ap, verificavam as relacbes =y vy = My, wyrs =My,
para um certo x; € MWM; e nm certo # 6 M. Das relagdes

vy o vy = My, v 21y o @y v =My, resulta a .afir-
macio. Observemos mais uma vez qune o isomorfismo — U,
de M, e M, é condicionado como se segue: ;3 7y —> &3 s,
931-3-"-1 & :331?} C_t'l - mg?zaf = «’.132?2 ag, (Fl =] rl,Fz e rg\l . Pondo
@, 7y =bq, 23Ty =Fy, vemos que o0 isomorfismo SN, =2 Wy
arrasta, efectivamente, para cada &;e IM,, a existéneia de

g6 My tal que. .

BB, El_-“f;'h & —*Eg‘a e=Fq .

Se 2 & um anel irredativel de endomorfismos de N,
consideremos, no anel dos endomorfismds de M, [(I),
pag. 225], os endomorfismos qune comutam com <, isto é
os endomorfismos — 2. [Veja-se o Cap. Xv, § 16, teorema
de CHEVALLEY-JACOBSON|. Eles constituem um anel de
divisio ®. |Veja-se o tomo 1.°, pig. 128]. M torna-se,
entfo, num mddulo duplo relativamente a U e D, [(I),
pig. 237]. Neste sentido, podemos dizer que uma repre-
sentacio fiel dum anel irredutivel A ¢ dada por um anel
irredutivel de endomorfismos — ®, o gue mais nos apro-
xima da teoria dada em (I), Cap. VIIL

Designemos, entio, por @y 6 D, os andis de divisio
que constituem os comutadores dos anéis U, e R, referi-
dos nos esclarecimentos ao teorema 3. Sabemos que

by By =508, Byt —hahne=(bs+10) =8, 8414 S,
N> =115, E1ay > (E1 @) S=Ey iy = (£, 8) &,

onde S representa o isomorfismo My =2 AWM. Tem lagar a
ignaldede @ S=408a, da qual se deduz @, =85-4,8,
representando por S—1 o isomorfismo inverso de §. Defi-
namos, em seguida, se ¢, ¢ Dy, a seguinte correspondéncia:
e~ S~1a §S=0y. Vamos ver que o, € Dy e que a corres-
pondéncia anterior -define @y como imagem .isomorfa
de ®;. Na verdade, é a, S =8¢y, de sorte que

Erag—> (B a1) § = (%1 8) “y :_Ez g,
(Bpag) @y = (81 ay) ag > (Eg ap) @g = (Egdg) 0g.

Concluimos daqui a comutabilidade de a5 e s, e, por-
tanto, podemos afirmar ser a;e ®j,. Reciprocamente, se
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a2e§)2,’ponhamos o, =8u, 871 entio «;6D, o a;=
=8—1q; §. Hstes resultados permitem preeisar o teorema 3

e enunciar o '

TEOREMA 3a: — Se U, e A, sto duas concretizacdes (fidis)

dum anel de ideal trredutivel U, se My e M (1) s8o os médulos
sobre que operam agqueles anéis e se D ¢ Oy sio 05 comuba~
dores de A, e U,, respectivamente, ewistem tisomoyfismos
MiM,, A=Wy, D,29,, segundo os quais Bm
lugar as correspondéncias sequintes: &1 — g, £y @y &y g,
Erog—>Eaay,

r

Daremos agora uma definicio importante:

DEFINICAO DE TRANSFORMAGAO SEMI-LINEAR (%) — Consi-
deremos um médulo M sobre um anel de divisic ®.
Em segunida, tomemos uma transformaciio linear S, de M
- sobre si (anfomorfismo), assim como wm automorfismo A4,
‘de ©. § diz-se uma transformagdo semi-linear, se tiverem
lugar as seguinftes correspondéncias: '

v>uS=a', ety->(aty)S=aty,
y—yS=y, wx->a'a=(28)(ad),

nas quais, bem entendido, z,2',...eM; ¢, a6®; e wé o
transformado de a por via de 4.

Conformes com a definigio anterior, suponhamos que,
no teorema 3a, os dois mddulos-M; e My se rednzem a
um mesmo moédulo M e que os dois anéis de divisdo 9y,
(t=1,2), se reduzem também ao mesmo anel de divi-
sfio ©. Podemos enunciar esta proposicio [5, § 13]:

- TEOREMA 4: — Dois anéis irvedutiveis, Uy e Us, que con-
tenham ideats dirveilos ménimos, ndo podem ser isomorfos, a
ndo ser que operem sobre mddulos isomorfos, Supostos U, e AUy

(1) Dificuldades técnicas, j4 referidas numa nota do Cap. xv,
obrigam-nos a substituir, per vezes, as letras gdticas por letras lati-
nas correspondentes : M, em ves de IR, F, em vez de G, etc, '

(&) Para o desenvolvimento desta nogtic, veja-se (IL), pag. 26
o zeguintes. - ;

11

a operar no mesmo. mddulo (fiel) M, sobre o anel de divi-
sd0 D, se a correspondéncia isomorfa Wy~ N, lova de §; o by,
existe uma transformagio semi-linear S, de M, segundo o
qual 83 =814;8, ay=8"1¢; 8, onde ¢;6D ¢ onde a
correspondéncia ay > ay.é 0 automorfismo de ® assvciado a S.

'No Cap. x1v, § b, foi demonstrado que um anel irredu-
t{vel nfio tem radical —J. A fortiori, nfio ters radical R.
E vilido este .

TEOREMA B:— O anti-vadical dum anel N, de ideal irre-
dutfvel, é um ideal bilateral ménime T+ (0), contido em todo
o tdeal bilateral o (o).

Seja rF(0) um ideal direito minimo fixo de Q. Sabe:
mos que é r®==y, visto nfio haver em U ideal nilpotente.
Se t, é outro ideal minimo, existe r, e 1, tal que ryr =1,
como se vin ao demonstrar o teorems 2. Serd, assim,
F=3r,= § r,tEUr. Por outro lado, para cada ae¥,

P - ,

é av imagem homomorfa de r, pelo que se terd arc=r,
ou a1 =/(0), Conclui-se, deste modo, que, para cada ¢ e ¥,
é ar=1,, para um certo «, sempre que.at * (o). Por-
tanto: ArEF, on seja Ur=7F, Tomemos agora oFde F.
O ideal direito 8% & +(0), pelo seguinte: se fosse 8N = (o),
o ideal direito gerado por b seria da forma (3)g = |mé|{; por
outro lado, como sub-ideal direito de ¥, em virtude do teo-
rema 10, do & 3, do Cap. anterior, terseia () g=2r,t,
o que daria, supondo 7, v (o), r A E(B)aU=(0), r,t U=
=ao,t D (0). Posto isto, consideremos num ideal direito
gqualquer minimo vy, contido em 49l. Sabemos que F=%Az,.
Mas, entho, A, EAUGAEF, o que di AdA=F o demons-
tra ser ¥ um ideal bilateral minimo. Continuando a consi- -
derar v SF, tomemos a3 (0). Tem-se Arya2ria=ria¥(o),
visto que r; é irredutivel — . Da relagio Ar;a S F, tira se
Arja=7F, e, sendo A, a Eq, conclui-se FE q, como afirma
0 teorema.

COROLARIO 2:.— O anti-radical F, assim como gqualguer
ideal esquerdo (ou direito), dum anel U, de ideal irredutivel,
é mddulo fiel relativamenie a M. Da circunstineia de ser
tEF, para cada ideal direito minimo, resnlta gque JF' §
médulo direito fiel. Se e+ (o) for agora um ideal esquerdo
qualguer, consideremos o seu aniquilador esquerdo b, que
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¢ ideal bilateral. Serd, necessariamente, b=1(0), visto que,
de outro modo, ter-se-ia FEb, F'e==(0), contra o facto de F'
ser fiel. Assim, e é fiel. Também F é médulo esquerdo fiel,

e este facto permite provar o corolério .para os ideais
direitos,

TEOREMA 6: — Todo o anel de ideal irredutivel (diretto)
€ anel de ideal esquerdo irvedutivel. Qualquer ideal direito
(ou esquerdo) minimo é gerado por um idempotente primitivo,
[8, pag. 13; 9, pdg. 951]. A demonstracio resulta imedia-
tamente do ‘ o g

Lema 1: —Se um anel S, pare o qual R = (o), contém
um ideal diveito mintmo, contém wm ideal esquerdo minimo,
(8, pag. 13]. Como o ideal direito minimo ¥; nio é nilpo-
tente, existe um idempotente primitivo ¢; tal que 1; =¢; S,
[(I), pdg. 19]. O ideal esquerdo Ge; nio admite sub-ideal
com idempotente,.[(I), pdg. 20]. Importa ver, porém, que
néo hé ideal regular esquerdo ¢ C Ge;. Se ¢ existir, nfo
podersd ter-se eje=(0), pois, de contririo, seria eeje=—
==(eeg) e =¢%=(0). Seja, entiio, ree¢ tal que eqr=
==egyre;+ 0. Visto que ¢;,Se; é um anel de divisho iso-
morfo do anel dos endomorfismos de ¢, &, [(I), pigs. 69,
70 e 235], a equagio (e1xe;) (e1re;) =e,e,6;=¢; é solti-
vel, tendo-se e; = (eywe;)ree. O ideal e serd igual a Seyq,
contra a hipdtese (1).

A parte final do teorema 6, como se anota no lema aca-
bado de provar, foi demonstrada em (I). Podemos precisar
aql a seguinte-reciproca;

TEOREMA 7:— Todo o idempoiente primitivo dum anel de

ideal irredutivel gera wm ideal direito (ou esquerdo) minimo.
Sabemos que um ideal direito gerado por um idempotente
primitivo nfo. tem sub-ideal com idempotente. Ora, dado
um ‘ideal direito 8+ (o), qualquer, se ¢ & um ideal direito
minimo (ndo nulo), tem-se #r+(0), de sorte gue existe
w68 tal que ar¥ (o). Assim, v=>2arE3, pelo que todo o

i

(1) No caso dos anéis simples, este teorama havia sido dada por
E. ArmiN e G. WHaprLks, The theory of simple vings, «American Jour-
nal of Mathematics», vol. 65, 1943, pags. 87 a 107, S
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ideal direito tem sub-ideal minimo com idempotente pri-
mitivo. Daquni resulta a afirmacso. -

TEOREMA 8:— Um anel irredutivel comutativo reduz-se a
um eorpo. Sejam -Ql—_o anel, M o mddnlo sobre que opera
e D o comutador de . Por hipdtese, tem-se AED.
Dado d ¢ D, suponhamos d+o0 e tomemos aFxze M. Como
D ¢é anel de divisiio, ndo pode ser xd =0, de sorte que
oxiste aeW, {a+o), tal que wa=zwd. Daqui se tira
#(a—d)=o0, com a—deD. Pelo facto de a —a ter
inverso quando seja & —d*o, conclui-se d=a,D=9Y.

3) Anéis primitivos — Um anel U diz-se primitivo (ou
primitive direito), se contiver nm ideal direito méximo 3
tal que (3 :¥)==(0). HEste cociente foi definido no Cap. X1V,
§ 5. Analogamente, define-se um anel primitivo esquerdo
como aguele para-o qual existe um ideal esquerdo mé-
ximo 3’ tal que (§':U). = (0). Dum modo geral, o iltimo

. simbolo de coclente significa o conjunto dos elementos

a6 pard os quais a AEF'. de sorte que se tem (I :¥)e.
AES, Os anéis primitivos dio a realizacio abstracta dos
anédis irredutiveis, ja referida no comeco do § 2. Tem.

efectivamente lugar o seguinte = . '

TEOREMA 9: — E condiglo necessdria e suficiente, para
que U seja primitivo, que A seja drredutivel, [B, § 10]. Con-
sideremos o ideal direito méximo J, de ¥, este suposto
primitivo. Pondo M =%/J, os elementos de U levam a
definir um anel A de endomorfismos de M, nos termos
indicados no Cap. xi1v, § 5. Tem-se ¥ o= A/(JF:A) =N, visto
que (3:A)=/(o), por hipdtese. Nesta concretizagio de U,
por via de A, vé-se que U ¢ irvedutivel, pois 3 ¢ miximo
¢ M nio tem sub-mddulos — . Inversamente, suponha-
mos A+(0) um anel irredutivel de endomorfismos dum
médulo M= (¢). :Dado e M e diferente de zero, repre-
sentemos por U, o ideal direito aniquilador de . Bste
ideal é miximo, como vamos verificar, mostrando que todo

o ideal direito ¥ 235, contendo am elemento a ¢ Ju, 6
igual“a A. Pois que waFo, tomemos be A arbitririo e
ceW tal que zxac=wb. Serd x(b—ac)=o, e, portanto,
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b — joeﬁm, o que mostra ser & a soma dum elemento
de 35 e dum elemento do ideal direito gerado por @. Por

-"outro lado & §wC5f, visto que m_%TzM."_Assim, S, 6.

mdximo. Pare se demonstrar, por fim, a igualdade
(S2:U)={(0), basta ter em conta que, se & pertence

aquele cociente, 8 *Ad—=(0), M d={(0), e, portanto,
d=o. : :

O importante teorema acabado de demonstrar permite
que, de futuro, ao falarmos de anel primitivo, possamos
raclocinar sobre ele como so se tratasse dam anel de endo-
morfismos (irredutivel). Supondo t4(s) num ideal direito
dum anel primitivo, existe ze M tal que zr+(0). Sers,
necessariamente, t==M. Se r=a (o) for nm ideal bila-
teral, qualguer que seja w$0, tem-se za2xYa=M aD (o),
-za=M. Daqui o teorema a seguir, que deve comparar-se
com o teorema 56 do Cap. Xv, do qual 4, na verdade, uma
generalizagio [veja-se o teorema 18, adiante]:

TEOREMA 10: — Um ideal bilateral a (o) dum anel pri-

mitivo & um anel primitivo.

-COROLARIO 3:— Num anel primitive, o produto de dois
tdeais bilaterats ay a,, ndo nulos, é + (o). De facto, sendo
afoédaeaaa=Ma, =M.

Podemos reconhecer uma outra consequéncia,'a qual
nos traduz um facto jé estabelecido no Cap. XIv:

COROLARIO 4: — Um anel primitivo ndo pode ter ideal
diretto nilpotente F(0). De contrério, existiria também ideal
bilateral nilpotente 4 (o), contra o corolério anterior.

" COROLARIO 5:— O antt-radical dum anel U, de ideal irre-
dutivel, como anel, é simples. Seja Ty C F um ideal bilateral
de . Como FE;FEL,CF, o facto de ¥ ser minimo
em U mostra que o ideal bilateral F T, F, de U, & nulo.
Como se trata dum produto de dois. ideais bilaterais do
anel primitivo F, serd FTy=(0), e, depois, pela mesma
razio, Ty =(0), como se quer,

E bom fazer a observagio de que todos os ideais direi- -

tos minimos de A o sfo também de F. Se for, por ex.,
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t1Ct um ideal de F countido no idesl minimo t, de ¥,
serd 1 F =1y, o, portanto, o ideal direito vy ¥, de ¥, serd
nulo. Ter-se-4 Fvy F=(0) = (Ft;) F. Tira-se daqni Fr; =(0).
O ideal direito v, de J7, serd ideal bilateral, o que exige
ty = (o). - :

Tratemos um moédulo M, sobre ¢ anel de divisio @,
e consideremos o anel denso % # (o), de endomorfismos — D,
de M. Sabemos, do Cap. xv, § 4, que, dado o ideal
esquerdo §7, de A, o sub-médulo M?}m’ é irredutivel —g’;
e ainda ‘que, se for t o ideal direito aniquilador de ',
aquele sub-médulo & também irredutivel —§'/r ) F'.
Por isso, este anel cociente é primitivo. Aqni, provare-
mos este . - :

TEOREMA 11: — Se 3% (0) for um ideal esquerdo do anel
dense U, de endomorfismos — D, de M, sobre o anel de di-
visdo D, o referido ideal induz um anel denso de endomor-
fismos—D, no sub-mddulo—D dgual « MY/, [8, pig. 10].
Demonstrimos que 6 £E=M3'==23’, para cada ze M
que ndo seja nulo. Em particular, as mesmas igualdades
sfio validas, supondo oFfxe MI'. I/t N F’ é anel irre-
dutivel de endomorfismos de £, mas nio se afirmou que o
seu comutador nio pudesse ser maior do que D. _

Posto isto, & semelhan¢a do que fizemos no Cap. Xv,
§ 16, estabeleceremos a proposigio, procedendo do modo
geguinte: 1) tomamos #y, ..., #, € £, independentes — D,

© e Y1y..e, ¥, € R, quaisquer; 2) escolhomos 4y, ..., 4, e
- tais que 2, 4, ==, ®;4;==0, se t+4; 8), em seguida, con-

gideremos By, .. .2Bne§’, por forma que »,B,=y; entho,
serd C=754,B,e3’' o terse-d fzcj6’=ijij=ijj=yj,
como Se deseja. o .

Ora sabemos que as operagfes indicadas no processo séo
todas possiveis. Em particular, quanto a 3), basta ter em
conta que, como acims se lembron, para cada 3o perten-
cente a £, 62T’ =£. . '

Passemos aos ideais direitos F4+(0), de §I_ Também no
Cap. xv, § 4, vimos que, sendo P o aniquilador modular

de T, o médulo M /P =M era irredutivel —J; e ainda
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que, sendo.¢ o ideal esquerdo aniguilador de §, M era

irredutivel — S /e N 3. Por isso, este anel cociente' 6 pri-
mitivo. Aqui, provaremos este :

~

TEOREMA 117: — Se T +(0) forsum ideal direito do anel
denso U, de endomorfismos — 1), de M, sobre o anel de divi-
sdo D, ¢ se P for o aniquilador modular de I, o referido
ideal direito induz wm anel denso de endomorfismos — ) ne
médulo M =M /P, {8, pdgs. 10 e 11). O médulo M, sobre
D, pode ser de 1.* ordem. Nesse caso o teorema é ime-
diato. Admitinde, em seguida, que hd em M dois elementos
independentes — D, os raciocinios desenvolvidos a propé-
sito do.teorema de CHEYALLEY-JACOBSON provam que 1) é
o comutador de I (mais precisamente: de J/e N J), s

G for duas vezes transitivo. Daqui resulta, entio,_o teo-

rema enunciado, [Cfr. Cap. xv, § 16]. Ora a dupla transi-
tividade estabelece-se pelo processo seguminte: 1) tomam-se

#1: 36 M o independentes —I), e bem assim ®;, zy6 M

com aqueles por correspondentes no homomorfismo M ~M; -

2) determina-se Be 3 tal que w; B=w;, m, B=u,; 3) con-
sideram-se 21, z3¢ M 6 Ae¥ de modo que #, A=12,, wy A=
=1zy; 4) entho, conclui-se 2; BA=ux; 4=12;, 2y BA=2z,;
B) depois, dados z;, 236 M e quaisquer, supondo que zq,
g6 M os t8m como correspondentes, vé-se que, efecti-
vamente, ®; B A =7, ©3 B A=7,, sendo BdeS. ‘

‘Tndo estd, portanto, na demonstragio de 2). Para isso, :

raciocina JACOBSON como vai ver-se. Pois que z; e
sko independentes — I), n#o pode ter-se a4 Z,f—=o0,
(«,BeD), a nio ser que a=f=10. Assim, tem-se 2, a -}
F- 22 B¢ P, salvo o caso excepcional. Isto significa que 86
o elemento zero do espago [wg, ®p] & anulado por .
Se C'e S nio anula aquels espago, suponhamos #; C e @y €
indépendentes —D. Admitindo que 4e¥ & tal que
2y CA=uw,, 2 CA=1,, o elemento B==CAeS satisfaz

ao pedido. Resta o caso em que existern a;, «3 € D tais que

xy Coy+ 29 Cag—=(x; a1+ 23 0,) C=0, sendo + 0 um dos «;.
Qualquer outro elemente de [w;,®;] que seja anulado
por (' é necessariamente da forma (@ a; -}z, a5) 1, visto
nio poder haver dois elementos independentes — D gozando

7

dessa propriedade. Os elementos D ¢S sfo de duas catego-
rias: ou (@, #] D=(0), ou [@y, xs] D (0). Para os de
1% categoria, tem-se (@, a; + =, ag)D=0¢; se o8 da
2.% categoria forem tais que (@qa; 4 @y ay) D=0, entdo
todos os elementos de § anulam s, &1+ x5 ¢3,” 0 que nio
pode ter lmgar, pois @y oyt mpay ¢ P, H4, deste modo,
um elemento DeJ tal que () a; 4 @pay) DHo. Pode
suceder que 1.0 e ;) sejam independentes — D, o que '
estabelecerd o teorema, como se vin atris nom caso ani-
logo. Finalmente, supondo (#;D)B; + (x.D) By == (e 31+

+ 3 P3) D=0, com um dos Bi$0, encomtramo-nos na
sitnagiio seguinte: . :

(@101 +w3a5) C=0, (wy0;+250a,) Do,
(21 B1t®2Ba) Ok 0, (21B1+238y) D=o.

Na verdade, falta verificar que (zyB; -} Cxo.
Ora, se se tivesse (wy8;--238;) C=o, ter—se-izaﬂ?sgtml-;l:ém
@y B+ @ Py== (w1 ¢; + 25 05) 7, com 1%0, e, portanto, -
(1 31F®eBa) D=(wy 023 a3) D. 140, o que ndic &
verdadeiro. Pondo \yy =y ay 4 ¥, a5, =1, B, + x5 Bg, ox
olementos ¥i,y: &[%1,2:| sio independentes — D, pelo
que constituem uma hase daquele espago. Se A, 4, 6%
forem tais que (y1 D) Ai==y1, (y2 C) dg=1yp2, 0 elemento
B=DA,+CAs é tal que y1 B=y;, y; B=ys, valendo
igualmente #: B=wxy, ®» B=uxs, porque B define, neste
caso, a transformagiio idéntica em [, 25]. Visto que BeJ,
0 teorema fica completamente estabelecido.

Em aditamento ao que acabamos de dizer, tomemos
em M elementos wxy,24,...,2, supostos Independen-

tes — 1), mddnlo P. Por hipétese, dados aieD), (P==

=1,2,...,n), ndo poderd ter-se 2y a3+ ... + X, a, € B,
salvo se todos os «; forem nulos. Bxiste Be S tal que
#z;B=1m;, de sorte que #i B=g;+ p;, (p;eP). Admi- °
tindo que pq, 2+ Prs (rZn), sho independentes — D,
escolhamos 4,e¥ tal que 2;4;=—=uw;, p;4;=o0, (j=
=1,2,...,7). Vésé que x; B4;=u;. Dados Z1y ..

s+, Zn;, arbitrdrios em M, seja 43¢ ¥ um endomorfismo
verificando as relagbes ;43 —=12;. O endomorfismo B A4, 4,



13

pertence a §, tendo-se ;B d4;dy—xids=z;. Con-
clui-se este

TeOREMA 12:— Se S+ (0) for um ideal direito do anel
denso U, de endomorfismos — D, de M, sobre o anel de divi-
sdo D, e se P for o aniguilador modular de J, dados xy, ...,

<., Xn 6 M ¢ independentes — D, médulo P, e dados 4, ...,
oo, Z26M e quaisquer, existe C 63 tol que x; C=1;, (i=

=1,...,n).

Passemos a considerar ainda os ideais bilaterais de A,
Se af(0) é um tal ideal, tem-se (0)+Ma=M. O teo-
rema 11 garante que ¢ induz, em M, um anel denso de

endomorfismos — D. O teorema 10 fica mais preciso com
o seguinte enunciado: - :

"TEOREMA 13: — Se aF(0) for um ideal bilateral do anel
denso U, de endomorfismos — D ,-de M, sobre o anel de divi-
sfo D, o referido ideal é um anel denso de endomorfis-
mos — D, de M., '

Ao estabelecer-se a identidade dos anéis irredutiveis
a0s anéis primitivos, ficow demonstrada a existéncia de
ideais direitos mdximos em todo -0 anel .irredutivel.
Tomando « e M ndo nulo, o seu aniquilador direito 3z é
ideal direito méximo no anel irredutivel ¥, de endomor-
fismos— D, dé M. Vimos, no Cap. X1v, § b, que o radi-
cal—J dum anel qualguer ¢ a intersecgiio II(J:0).
onde 3 percorre todos os ideais direitos méximos. No caso
dos anéis primitivos, tendo-se (B.:U)==(0), conclui-se,
de-novo, que o radical —J dum anel irredutivel é nulo.
E evidente que II 35=(¢), se # percorre M. Portanto:

TEOREMA 14: — Un anel denso ¥, de endomorfismos
de M, sobre D, tem ideais diveitos mdwimos. 4 intersecgdo
desses ideats é o ideal nulo. :

- Continuemos a adoptar a notagio indicada no § 15,
Cap. xv, segunde a qual [%,...,%,] é um sub-espaco

—D com a base independents formada pelos z;. Repre-
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sentaromos por J[z, ... s,] © %eu aniquilador direito.
E imediato que se tem

g[mﬂ.[_l] n §[5{.‘:“_, Y 1"”3”] =
(1)

=.§[a:1, ---:wu‘—l-l] Cg[wi, ...,a:,;,],

pois que Xu41¢[zy;...,%,]. Se o médulo (espaco) M
tiver uma infinidade de dimens8es, existe uma cadeia infi-
nita D S[xl’mng ... Assim, se num anel densc
for valida a condigio de cadeia descendente para ideais
direitos, concluimos que o médulo M 86 pode ter um
ntimero finito de dimensSes. Tem lugar o

TEOREMA 15: — K condicdo nscessdria e suficiente, para
que o anel denso U, de endomorfismos de M, sobre D, veri-
Jigue a condigdo de cadeia descendente para ideais diveitos,
que o midulo M seja finito sobre D). Acabamos de ver que
a condicio é necesviria. Sabemos que ¢ suficiente, porque,
se M é finito (de ordem ») sobre D, ¥ representa a tota-

-lidade dos endomorfismos 1D, de M, reduzindo-se a um

anel D, , anti-isomorfo dum anel completo de matrizes do

grau n com elementos de DD, como se observou no aludido
§ 15 do Cap. xv. Podemos exprimir-nos ainda, dizendo:

TEOREMA 15a: — Um anel primitivo que satisfaz & con~

- diglo de cadeia descendente para ideats direitos é um anel

simples (e semi-gimples, no sentide de (1), Cap. II).

De (1) tira-se ainda a consequéncia seguinte: se N, o
N, siio dois sub-espagos finitos, sobre D, & se MWy C N,
o ideal direito anigmilador de ™, é sub-conjunto autén-
tico do ideal direito aniguilador de ;. Podemos concluir
0 mesmo doutra maneira, na hipdtese de U ser o abso-
luto — D, [(I), pags. 257-258). Entio, como vimos nos
§8,13 e 15, do Cap. xv, cada sub-médulo M, que seja
finito sobre D, é aniquilador modular dum idempotente
pertencente a . Realiza-se uma hipdtese aludida no § 3
daquele mesmo Oapitulo, a qual nos permite afirmar:
1) N 6 aniguilador modular do seu ideal aniguilador Jgy ;
2) para cada WD Ny, tem-ze Sy C By, -
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Quando o ntmero de dimensdes de M, excede uma
unidade o ntmero de dimensdes de SR, qualquer que seja

o anel dando ¥, nfo h4 ideal direito entre os respectivos
aniquiladores (diz-se que Eﬁi & primo ‘ sobre SBx 2). Ima-
ginemos, com efeito, que se tem S, © $E S, Vamos
ver que, qualquer que seja BeJe,, 6 BeJ. Tomemos
26Ny, mas snupondo z ¢ Ny. Para cada C'e T, sob a hipd-
tese C’¢§91'2, 6 xC+o, visto que, se fosse xC=0, o
endomorfismo C anularia MN; e =, e, portanto, anularia
Ny» Da condigio = CFo, tirase a existéneia de Ae¥

tal que xCA==8B; e, entio, sendo z(B — CA4)=o0,

concluimos B—CA =163, CT. Logo, § B=CA+
+ £;e3, q. e. d. Vale, assim, o

TEOREMA 16: — Se My ¢ N, sdo dods sub-modulos finitos
de M, sobre D, e se N, tem miis uma dimensdo do que My,
entre os aniguiladores direitos Jen, ¢ Jon,, contidos num anel

denso A, de endomorfismos — D, de M, ndo existe ideal di-

reito, [4, pig. 231].

£

_Em paralelo com o tecrema 14, demonstraremos agora
a importante proposicio seguinte:

TEOREMA 17: — B condigdo necessdria e suficiente, pava

que wm anel denso A (o), de endomorfismos — D, de M,
sobre o anel de divisdo D), tenha idears diveitos minimos,

que haja em A transformagdes lineares finitas ndo nulas,
[4, pég. 232]. Se A tem transformagBes lineares finitas,

escrevendo M ==[x]l-4 N, sabemos que existe idempo- .

tente & e ¥ tal que M E == [2]. Estudemos o ideal direito
aniquilador de N, precisamente J g = E¥, [Ofr. os teore-
mas 19 e 19" do Cap. xv, § 6]. Se 0+ BeJcp e se CeJqy
é qualquer, nfio pode ter-se # B—o, visto que, de contri-
rio, B anularia M. e seria B=o0. Entfo, sendo z Bo,
existe De¥ tal qne x BD ==z C. Daqui tira-se & (C—
—BD)=0,C—BD=o, pois C—BDeJq. A igual-
dade ¢'=B D demonstra que a condicio é suficiente, dado
gue aquela igualdade prova ser minimo o ideal 3 o. Para
86 ver que & necessdria, tomemos o ideal direito minimo 3,
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de A. Como este anel nfo tem ideais nilpotentes, serd
§=E; A. Vamos mostrar que o sub-espaco M E, tem
uma -dimensfic. Admitamos que poderiam encontrar-ge
x,ye M E, e independentes — D . Como s Zy—=w, y E;=
=y, escolhendo Be A de tal forma que z B==0,y B$s,
toer-se-ia x By B—o, yEyB+oe, deo sorte que o=
+E;BeJ,). Sendo Ei1eJ, o ideal direito S ﬂ__gir]

“seria (o), e, portanto, igual a . Assim, §§S[m],

Ei1e 3 [z], 0 que levaria ao absurdo z E,=0. O teorems
estd provado.

Continnemos a sﬁpor A irredutivel e com transforma-
¢Bes lineares finitas F-0. O conjunto dessas transformacdes
é anel denso em M, sobre D, pois forma um ideal bilate-
ral P (o), de A, gue, como anel, é simples (Cap. Xv,
corol. 17, e teor. 13 deste Cap.). Ora o anti-radical X =

=Xt ¥ (0) estd contido_'gm I (teor. B) e & também ideal

bilateral. Ter-se-4.X=F, o que permite dar este enun-
ciado:

TEOREMA 18: — O anel denso A, com ideais direitos
minimos, tem um anti-radical que é precisamente igual ao

bilateral de A formado pelas transformacies lineares finitas
de M pertencentes o A..

Com o objectivo de demonstrarmos o tltimo teorema
deste §, provaremos o seguinte

LEMA 2: — Num anel S, para o qual R=1(0), o aniqui-
lador esquerdo dum ideal direito minimo & um ideal esquerdo
mdzimo. Supondo r1=¢; S o ideal direito minimo e consi-

" derando as decomposicies S=¢; A - Be; +- T+ e1Ge1=

=&ei+ A, [(I), pigs. 16 e 17], sabemos gue o ideal
esquerdo A =ey A -+ 3 6 o aniquilador esquerdo de ¢; ou
de r1. O lema 1 do § 2 diz-nos que & ¢4 6 minimo. Visto
gue se tem S/A =~ Sei, segue-se que A é miximo, como
se diz no enunciado.

TEOREMA 19: — Um anel primitivo A, que contenha ideais
direitos minimos, & primitivo esquerdo, |8, pag. 13; e 9,
pig. 951]. Se r=eA é um ideal direito minimo, (efr.
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teor. 6), em virtude de se ter R = (o), o aniquilador
esquerdo e, de ¥, 6 um ideal esquerdo méximo, [lema].
Vamos ver que (e: A).=(¢}. Admitindo que este cociente
é % (o), ter-se-d F'S(e:A)., como se vin no teorema 5.

Assim, (0)CFACEe, (cfr. corol. 3), de sorte que’

Fr=(0). Ora, sendo tEF, vird t*=(0), o que &
absurdo. ’

Parece nio se saber ainda se a primitividade esquerda
é valida para nm anel primitive qualquer (isto 6, sem
ideais minimos). Das consideragtes feitas resulta, todavia,
que, em todos os casos, o anti-radical dum anel primitivo
pode também definir-se como a soma dos sens ideais exquer-
dos minimos (cfr. teor. B).

No que vai seguir-se, vamos ter ocasiio de aplicar os
resultados dos dois §§ anteriores ac estudo dos andis sim-
ples, sem intervencéo de condigdes de cadeia, [4, pigs. 233

a 237]. DIEUDONNE (1) deu, em 1943, um método de estudo -

dos mesmos anéis, apenas sob a hipétese de existénecia de
ideais minimos. Esse método foi generalizado por JACOBSON
a0s ‘anéis primitivos, ainda sob a mesma hipdtese, como
veremos no § 8, depois de termos dado no § 7 a impor-
tante nogio de espacos vectoriais duais.

4) Anéis simples — Vimos j4 que um anel denso A
pode degenerar num anel simples (e semi-simples). No §
anterior, com efeito, provimos que, tendo Ilugar em A %
% (0) a condi¢io de cadeia descendente para ideais direitos,
é A=F um anel completo de matrizes finitas com ele-
mentos dum anel de divisio. B, no § 2, demonstrdmos que
um anel irredutivel comutativo se reduz a um corpo.

Seja A um anel simples, sujeito & restricio de nio ser
um anel zero: A% % (o)., Admitamos mais gne existem
em A ideais direitos minimos. Se v # () for nm tal idéal,
é claro que A induz em t um anel de endomorfismos:

A~A zet,z—>2xa=zx4,(acA, 46 A).

{1) J. DiBUDORNE - Sur le socle d'un anneau el les anneaux simples
infinis, <Bulletin de la Société Mathématique de Frances, vol. 71,
1943, pags. 1 a 30. o :
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Sendo A o~ A fa, onde o ideal bilateral a é caracteri-
zada pela relagic ra={(0), ou se tem a=(0) om a =A.

‘Neste tltimo caso, conclui-se r A =1(0), r®=1(0). Como

haverd um ideal bilateral nilpotente contendo ¥, A serd
anel zero, contra a hipdtese. Assim, fer se-i, necessaria-

mente, a =(0), A == A. O anel simples considerado & rea-
lizado como anel irredutivel de endomorfismos. Mas,
entio, 6 um anel de transformagBes lineares finitas dum
médulo M =1 sobre um anel de divisio D (cfr. teor. 18).
Vale este

"TEOREMA 20:— Se A ¢ um anel simples tal que A% + (0)
e tal que possuil ideal dirveito minimo % (o), entdo A concre-
tizu-se como anel demso de endomorfismos dum mddulo sobre
um anel de divisdo, compondo-se dnicamente de transformagbes
lineares finttas desse mdidulo, Inversaments, um anel denso de
transformagdes lineares finttas dum mddulo sobre um anel de
divisfie é um anel simples com ideais direitos minimos, ndo

‘podendo reduziv-se a um anel zero, [4, pig. 234], A 2.* parte

do teorema resulta do corolério 17 do Cap. xv e do teo-
remsa 17 deste Capitulo. Em particular, a existéncia de
idempotente no anel garante que é A® £ (o), [cfr. Cap. XV,
§ 15, lema 2]. - : :

Se o anel simples A, de gue fala o teorema anterior, .
verificar a condicio de cadeia descendente, caimos no teo-
rema 15 (cond. necessdria) oun 2.0 teorema de WEDDERBURN-

_ -ARTIN, [véja-se a Introdugiio].

OOROLARIO 6 (ARTIN-WHAPLES) (1): — E condigdo neces-
sdria ¢ suficiente, para que um anel simples A, com ideais
direttos minimos, e ndo. anel zero, satisfage @& condigdo de
cadeia descendente para ideais dirveitos, que tenha elemento
wm. Se A n#o & anel zero, reduz-se a um anel denso de
transformacgtes lineares finitas dum médulo. Como a trans-
formacio idéntica tem de ser finita, 0 médulo serd finito,
de sorte que A é simples e semi-simples, no sentido
de (I), Cap. n, verificando-se a condicio de cadeia refe-
rida. A inversa é conhecida, [(I), pig. 51).

o B ARTIN 6 . WHAPLBS — Trabaiho citede na nota relativa
ao fieorema 1.
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COROLARIO 7:— 8e A & wm anel simples, para o qual
A%+ (0) ¢ no qual existe ideal dirveito minimo * (0), entdo A
possui ideal direito mdximo e q intersecolo dos ideais direitos
mdzimos é = (o). De facto, concretizado A como anel
denso, o teorema 14 leva imediatamente & afirmacio.

Os teoremas 3a e 4 permitem’ se snunciem aqui os dois
teoremas a seguir.

TEOREMA 21L:— A, e A, sdo duas concretizagies (fiéis)
dum anel simples A, para o qual A? # (o) e no qual existe
ideal dirveito minimo * (0), ent@o, se M1 ¢ Mz sfo 0s médu-
los sobre que operam aqueles anéis e se D1 e D2 sdo os comu-
tadores de A, e As, respectivamente, existem isomorfismos
Mi=M,, A=A, y D122 D, sequndo os quais tém lugar
as goa*respond‘éncias seguintes: &y —&g, &y i1 > %o fa, £y 01—
—> g o,

TEOREMA 22: — Seja M wm mddulo sobre o anel de divi-
sto D e sejum' Az e Ao dois anéis densos isomorfos de trans-
SformagBes lineares finitas de M, sobre D . Se¢ o correspondéncia
isomorfa Ar= A, leva de a, a as, exviste uma transforma-
glio semi-linear S, de M, segundo a qual az=858-1a: 8,
as=S"1¢, 8, onde a;eD ¢ onde ¢ correspondéncia u, —

‘— ¢z é o qutomorfismo de ) assoclado a 5.

' Como um anel simples, que nio é anel zero, nio con-
tém ideal direito nilpotente, 6 R = (o). O lema 1 permite

se afirme que a teoria dos anéis simples desenvolvida

neste § tem ainda lugar se o anel tem ideal esquerdo

‘minimo # (o).

Ultimaremos  as consideragfes sobre anéis simples A,
dando um teorema de estrutura para o caso em que A tem
ideal direito méximo.. Se, por ex., existe 16 A, o radi-
cal—J, de A, s6 pode ser (¢). Existe ae A n#o nulo
que n#o-¢é quase-regular direito. Entio, como se viu no
Cap. x1v, § b, teor. 27, o ideal (% -+ a %) mergulha-se num
ideal direito méximo. Tem sentido, assim, fazer a hipdtese
em causa. . - '

" Seja J ideal direito méximo de A. Pondo M= A/S,
M é irredutivel — A . Fste anel induz em M um anel A
de endomorfismos, nos termos indicados no mesmo Cap. X1v,
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§-5. Se D for o comutador de- A, este & denso em M,

sobre D. K, sendo A = A /a, onde a é o ideal bilateral
definido por A aS3, ter-se-d a==(0) ou a=A. Esta
segunda hipdtese implica A2SJC A, e, portanto, A2=/(o).
Admitindo que A nio 6 anel zero, vése que A ~A.
Concretizado A como anel denso, o sen anti-radical serd
ignal 2 A, se existirem ideais’ direitos minimos. Doutra
forma, serd F==(o0). Tem-se, [4, pig. 236]:

TEOREMA 23:—8e U & um anel simples, para o qual
U2+ (0) e no qual ewiste ideal direito mdximd, entllo, se existe
ideal direito minimo, U é concretizado como anel de transfor-
magbes lineares finitas; de contrdrio, ndo havendo ideul direito
ménimo, concretizado A como anel denso de transformagles
lineares dum mddulo sobre wm anel de divisdo, todas essas
transformagdes sdo infinitas (= (o0)). '

b) Espages vectoriais duais — Dado o médulo SR sobre
o anel de divisio @, continnaremos a usar as mesmas
notagfes que até aqui. Assim, *,y,s,... sio elementos
de AM; «,ay, B, ... sio elementos de D, que operam &
direita de 9M; e o elemento um=u¢ D induz em MW o
endomorfismo idéntico, Quanto a terminologia, falaremos
indiferentemente de mddulo ou espaco, de elemento ou
de vector do espaco. . :
® (x) diz-se uma formae linear em =z, se satisfizer os
seguintes axioman: 1) P (2)eD; 2) P(za)=0 (x).q;
8) P(x4y)=0(x)+P(y). Dadas n formas lineares
15 +-+3 Pyu, diz-se que as mesmas sio [inearmente inde-
pendentes, quando wuma relacio B; P4 ...+ 8. Pp—0

Ampliear fy=...=f,=o0.

LemA 3:—8e @y, ..., P, forem formas linearmente inde-
pendentes, existem vectores Xy, ..., xne M tais que ®; (x;)=
=10, com Iy =mu, dj=o0, {iF]).

Por hipdtese, existe y, tal que @, (y;)=u«Fo. Entdo

"8 Q@ (ye—)=u. Pondo y,a— 1=z, tem-se P; (z¢)==u,

Hm segnida, facamos y =a — 2z P;(%). Vé-se que & (y)=
=0, Todavia, existe y tal que ¥4 (y)+o0, pois, de contri-
rio, ter-ge-ia @, (2) — @, (21) P (®)=0¢, nfio havendo inde-
pendéncia entre ®; e ®,. Se, fazendo y==y,, for ; (y;)=
=Pf+Fo0, 6 Py(ysf—1)=u, de sorte que, pondo zs =y, 1,
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vale @, (z)=u, ®;(z3)=0, (29) =u. E, pondo 2=
=gy — 250y (21), Za=123, 6 @ (®))=u, Dy (%):0:
@, (#1) =0, Q4 (z3) = u. Duma maneira geral, admitamos
que, para < n, e construfram %1, ¥a, ..., Yr, 50b as
condicdes ®; (y5) =04, (4,/=1,2,...,7); vamos cons-
troir ®q, ..., ®r+4+1, de modo:a realizar as condigtes
®,; (w;)="b3, ({,j=1, ..,7+1). O teorema ficard pro-
vado,

T
Se pusermos y=wx— I ¥:i®P:i(z), verifica-se qme
T LE

1 =1
®; (y)=o, para cada j=1,2,...,7. Para. um certo y é,
porém, P, 1(y)Fo, visto que, de contrario, fer-se-ia a

relagio seguinte

0=0,p1 () —Pr i1 () B2 (@) — ... = Prs (9 (),

qualquer que fosse @, n#o havendo independéncia entre -

{yren;®rp1. Se, fazendo y=2,41, for ®rpi (2. )=
=1$0, 6 Prp1 (Br3177 ) =%y (yry1)=u, com
Yrp1=2p41{" . Por meio das igualdades .

By=Y1— Y¥r+1 ‘1’«+1(y1), e Br=Yr —y,+1¢,;+ 1(%):
' T p1=Yr+1,

ficam definidos os desejados @y, ..., Trf1. i

LEMA 4:— Se ©(x) for uma forma linear que se anula
sempre que se anulam as formas Py,..., Py, enido D ¢ uma
combinagdo linear dos ®;. Suponhamos ®y,..., Py, (rZm),
0s ®; linearmente independentes. Se @ fosse independente
destes ®;, poderfamos encontrar, 4 face do lema anterior,
um vector ;41 para o gual D;(zpug1)=0, P(xur1)Fo,
contra a hipétese do enunciado.

Seja. A uma transformacio linear de M (endomor-
fismo — ®). Se considerarmos ® (2 4)=Y (), vé-se ime-
diatamente que ¥(x) é6 uma forma-linear.

Imaginemos agora um segundo espago M’, sobre D.

Suporemos #',y',2', ... elementos de SN’ e aplicaremos .

«,B,... aesquerda de =',3’, ..., escrevendo ax',ay’, . ...
Assim, M’ serd um espago wectorial esquerdo sobre ®.
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Se cada sistema (2', 2) =w" () representar um elemento
de ®, por forma que se fenha . o

(m’,a:-]—y):(d:’,@)—l—(w’,iy), (w’,ma):'(':ic',m)a,
(m’—i—y’,m)_:(ae’,a’:)—}-—(y’,m)', (aw’:m)=a(@’:w):_

dizse que (x/,2) & uma forma bilinear de ' e de .
Supondo zinda que (y',z)=09, -quando y’ é fixo e = é
qualquer, implica y'=o0; e que (#',y)=0, quando y é
fixo @ @' ¢ qualquer, implica y =o0; a forma bilinear diz-se
ndo degenerada, o os espagos M o M’ dizem-se espagos
vectoriais duais. : .

Sejam A uma transformacio linear em M e 4’ uma
transformagio linear em M’. Se for vilida a relaghc
(2, c A) = (=' 4’, 2), quaisquer que sejam =« e =', as
duas transformacfes lineares chamam-se adjuntas (uma da
outra), -Reconhece se imediatamente que néic podem duas
transformacSes lineares 4’ o B!, diferentes, de IMN', ser
adjuntas de 4. De facto, da ighaldade (' 4’,=x)=
=(a' B', ), deduzia-se (z' (4’ — B}, ®)=o0. Fizando &',
como = é qualquer, ter-gse-ia 2’ (4'-— B')=090, Visto que
esta relachio seria vélida para cada ', viria 4" = B', contra

_a hipotese.

‘X ficil de dar exemplos de transformacfes adjuntas.
Sejam «,,...,%, eM e z,...,2,eM". A transforme-
¢io # »wA=7xx;(x;,«) é uma transformaciic linear
finita em M, que tem como adjunta a transformagho
linear finita @' —a/ 4'=72(a',z,) @}, de IM'. Na verdade,
vale (z!,z A) =5 (a',2,) (¢}, «)=(z' A',z). Inversamente,
ge ©>ad=2ux;P;(2) for uma transformaciio linear
finita de M, com uma adjunta, vamos ver que os P;(x)

. s#io formas lineares do tipo ®; ()= (w),x). Bem enten-

dido que suporemos os «; linearmente independentes.
em M, de sorte que as funcdes (a',2;) sao formas’
lineares em ' para as quais nio existe uma relagio
o(z',2;)hi=o0, sem que todos os A; sejam nulos. De har-
monia com o lema 3, escolhamos ¥y,..., ¥, tais que
(yj'.,mi):%’,j.,Vé-se que 6 (y;:’wA):Z(y;sm;)(D;(w):
=0 (2)=(y;4',2), se A' & a adjunta de A. Pondo
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yodl = m;., tem-se | @, (z) = (m"j,m)r, como se afirmou.

3

LEMA B:— Dados os espagos vectoriats duais IN ¢ IM',
é. condigdio necessdria e suficiente, para que wma transforma-
¢do linear finita x »x A =2x;0;(x), de 93.2,' tenbfa- uma
transformagdo linear adjunta A', de M, que existam x; e M/

tais que @, (x)==(x;, x). '

OBSERVAGRO: —Se A é uma transformaciio univoca de
AM' em si, satisfazendo & relagio (w',2zd)=(ax'A,x),
entio A é uma trausformaciio linear de M/, igual &
adjunta 4', de 4.

EXEMPLO : — Suponhamos M o espago gerado pela
sequéneia @, ®g, ..., sob a hipbtese da independén-
cia —9, dos @;. Tersed, weM, w=a; o ...
+ @, %, | .onde as parcelas sio em nimero ﬁnitg. TUma
forma - linear ® («) fica definida, desde que se comhegam
os Q(w;)=Pp:i6D, Serd, entdo, ® (x)=f4 «; + .. —}—
+ Bi,. «;,.. Hntre as formas lineares, consideremos unica-

mente aquelas para as quais o sistema (84, f2,...), dos 13,:. ,
contém um ntimero finito de B;B: nio nulos. Em parti-
enlar, siio desse tipo '

O (e)=2u;>(u,0,0,...); P, (x)=2, ~(0,u,0,...); ete.
A forma linear geral do tipo considerado toma o aspecto

o' =0 (z)=hiy By, + .0 A, By =
sy }\jl m:1+  ue +?L,‘Tw"r ]

sendo precigamente @(wij)‘~_— ?L,;J., (4;,=1,2,...,7). O con-

‘junto dos z' constitui um espago linear esquerdo sobre D,

gerado pelos elemenfos z;,#;,..., que séio independen-
tes — ®.' Se, no sistema x', x, fazemos corresponder o ele-
menfo S

(x’:ﬁ)z'rm’ (g;):f.l) (m)#li1 a3'1+ ve- +lirairG®’
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vemoy que M-e' M’ sfio espagos -vectoriais duais. Na ver-
dade, (2', z) =0, qualquer que seja z, leva a h; = ... =

" =Mki, =0, om seja a &' =o0; e (2, #)=0, qualquer que

seja o' leva a «y; = ... =a; =0, ou seja a =0, ‘
Posto isto, definamos uma transformagfio linear "4,

de "M, "como habitualmente,; escrevendo z;4=2 T

- [ : '
de modo ‘que a A se faz corrosponder a matriz (ax;)-
Conro dpenas mm rdmiero finito de = a1 pode aparecer na
expressio de ; 4y concluimos que d matriz (ax;) 6 tem um
nimero finito de elementos nio nulos em cada coluna.
Analogamente, para uma transformacfo linear 4’, de- M/,
poremos «; 4’ =z )y @y, definindo uma matriz que £6 tem
- A IR [T .- A . .
um ndmero finito de elementos n#o nulos em cada linha.
Do estudo feito no tomo 1.°, Cap. 1, sabemos ser 4 - (o)
um anti-isomorfismo e, 4’ («;) um isomorfismo. Se 4
e A’ sio adjuntas, tem-se, em particular, (5, 2, A)=

e R LU -
= E (m}., ) ak;‘:‘.?ﬁ: (mj ?A': z,) =§ a;]g (xy, z,) = O*J"i :
Neste exemplo, por consequéncia, & condichio necesséria,
para que uma transformagio linear 4 tenha uma adjunta 4,
que a matriz () tenha em' ¢ada fila:apenas um ntdmero
finito de elementos n#o.:nulos. B a inversa é verdadeira,
como ge verifica tomando, entfo @ = . ‘ o

LR S

6) Anéis. primitives com Ideais direitos minimos — Dado
o espago M, sobre D, suponhamos YU um anel denso de
endomorfismos — ®; de M. A existdncia. em A, de trans-
formagbes lineares finitas, & equivalente 4 existéncia de
ideais direitos minimos (feor. 17). O conjunto 7 .dessas

- transformacBes. 6 um ideal bilateral minimo + (o), que

coustitni também -um’ anel denso de endomorfismos — D,
de M. L L

++ Consideremos nma decomposigio M = [v] -+ N e Topre-
sentemos por 3'[v] o ideal de contracgbes em [v]. Para cada
BeQ'[v], se Bfo, temos IN B = [v]. Pondo @ — 2 B =
=29 (w) =va'(x), define-se uma forma linear = (x), que,
para um certo wge M, dd =’ (24) =u6D. Se Br.e B, sho
tais que x B;=wvax;(z),(i=1,2), tem-se #(By 4 By) =
= v (z, (#) twyi(2)) =0y (#), com B; + ByeTi[v].
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Se 46U étal quevd =ve, vése que z BA=(va'(x)) 4=
=wvda (x)=wvax'(z). Deste modo, a cada BeJ'[v] seo
faz corresponder uma forma linear- determinada, corres-
pondendo, alids, a BB diferentes, formas diférentés.
O conjunto YN’ destas formas constitui nwm espago linear
esquerdo sobre ®, como se mostioun jé4. Vamos provar que

M’ 8 independente de v. Tomemos w e J'[w]. Supondo
eB=va'(x) e A6 tal que v A=1w, obtém-se 2 BA=
=vda'(z)=wa'(z). A cada BeT’'[v] corresponde
C=BAe¢3'[w], de tal modo que B e C determinam a

" mesma forma z'(x)eM’'. H4 uma correspondéncia bin-

nivoca entre os elementos B e €, a qual verifica as seguin-
tes condigbes: By — 4y, By—Cy, By+ By - Cy+Cy,
AB, —>A01, (Ade?). Quanto 4 condigfio do. produto,
claro que se tem

PRI

2 4By =va(cd)=vy](2),
zAC;=wz (xd)=wy (2),

visto que, sendo, por ex., 4B, 65 [v], é a1(24) =y (2)
uma forma linear pertencente a M. Assun o8 dois ideais
esquerdos’ em causa sio 1somorfos, questao que adiante
serd precisada.
Voltemos ao estudo de «'/(z)=(a', fr)&@ Trata-se
duma forma bilinear néo degenerada de x' e de z, pois
z/(z)=o, qualqier que seja 2!, com z fixo, 1mphca neces-
shriamente z= o0, visto que, admltmdo z% o, seria S’[z]:{:

+(0) um ideal para o qual M3 [z] = [¢]==23'[2],
{(Cfr. Cap. xv, teor. 13; e, bem. assimn, o teor. 11- deste

Capitulo), existindo BGS’[Z] tal que zB+o, Entfo, na
correspondencm x>z B=—=z2'(r), terseda z—28B=

=zx (z):|:o, o que darla z'(z)+ 0. No tocante a con-
cluir que é z’=o0, se #'(z)=o0 para qualguer x, o
)

raciocinio & imediato. Podemos afirmar que M o

. sio duais. '

Nestas -condicfes, seja FGF uma transformaqao 1i-
near finita de M, Se pusermos’ M F=]y;,.. ,y,,],
vé-se que

x—*-wF=z/1¢1-(w)+---+yn@n(¥)-

-1

Admitindo que §, para AIGQI Yy A= Y1, yu’h—
=0 (z:{:l), tem-se

w*»fﬂFA1—y1 A ‘1’1(90) =¥ CI’1(6!3)

Analogamente ‘B0 deﬁnem Ag,...,4,. Concluimos ser

&, (w)—w.(m)eM’ Em face do lema 5, podemos enun-
ciar o seguinte

TEOREMA 24:— 8¢ A ¢ wm anel primitivo com ideais
divettos ménimos, concretizado num anel demso QU de trans-

: formagoes lineares .dum espago M, sobre um anel de divi-.

silo D, existe um espago dual M!, de M, tal que toda a

. transformaglo linear finita T, de M, periencente a U, tem

uma tfransformag&o linear adjunta B/, de M', [8, pag. 14].

O teorems estende-se a todos os elementos de 2, como

vai ser demonstrado. Sabemos que, para cada Ate se
tem @' (x4)=y'(x)eM'. Diremos que, por via de 4,
se define em M’ uma’ transformaciio 4’, segundo a qual
x’ A'=y'. Ficilmente se prova que A’ ¢ linear. De facto, -
sapondo % — 2B, —wvx; (&), 6 —x By=va; (x), vé-se  que

az—»mABl_fv.r (xd)=wvux; 4'(x),
w—»mABB_vm (xd)=vax, A (x),
@ -2 (By 4+ By) = v, (2) +a,(x)],
| @ > w A(B; + By) = v(w,+ ) A' () =
~=v(e (@A)t o, (xd))=v(x, 4"+, A7),

Portanto & (x; —l—m )A’-—ac A"—I—m A!. Por outro lado,
tem -80

:r-»m01=1mﬂ’:1(5c), .

2o>xAC, =vax,(xd)=vax A'(x).

E agora imediato que (m' wd)=(z'4d';x), p01s, esta
ignaldade & apenas uma ousra forma de eserever & (xA)—— :
=o' A’ (x). A correspondéncia 4 — A’ é um anti-isomor-

fismo anular, como vamos ainda ver. Supondo Al—»-Al,
.Az——)-Ag,th se P

.B—>L¥'B""Uﬂ’;’(w), mA1A2—>(a:A1A2)'B-—-
L =eal (@A Ay) =va’ As(x 4y )—-fux’AgA ()
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desorteqneAl.Ag—pAzAi.Eetambém St Hh
w(A1+A2)->a-(A1+A2)B e (mAl+mA;)“_f—"
—v(m’(mAi)+5B’($442)‘)—v(m'A1(w)+w’A2(£€))—
T A = (LA ),

de'sorts que Al—f— Az = A7 3= 45, Fmalmente, 56 A:;:o ‘da
re]acao (' xAy=(x"4',z), vilida quaisquer que sejarn
#! e #, pode concluir-se A’ o do modo a seguir. Seja yeM
um elemento pars o qual y A%o; pois que- F é denso,

M N

-’r~>x-F Ey,w (), yd—wAF Ey,m(yA)#o

ha um, a: para o qual x; (yA)—(m A’,y):}:o, o que

'.E TEOREMA 95: =8 9 ¢ um dhel pazm:two cdm zdems

dtietios mzmmos, emsée um sistema de espagos dugais M e M’,
sobre wm apel ‘de’ divisio’ D, tais que: 1) A & concvretzzado

num anel QA de traﬂsformag&’es linéaves de "M, sobre Q
2) a cada tr ansfm miaclio linear pertencente a A -cor responde
uma transformagio linear adjunta de M'; 8) o conjunto destas
adjuntas forma um anel A’ anti-isomorfo de ;. 4) o.anel A’
contém as adjuﬂtas de_todas as transformagles. lmeares Jinttas

de M que, possuem wdjuntas, A prepriédade 4) esclirece-so -

facilmente: So & 6 nma fransformacsio linear fifiita de M
com sdjunta, vale, conforme ¢ lema b5,

- A S ’ . ’
x#mG—_—Elyi(_w;,w), w;e_M’.

Supondo que B; eS [ys] vemﬁca a relacgio @0 Bi=

=y, (#;, %), (cml 2, ..,'r) tem-se ¥ -2 G==Yx B;=

=x.2B;,onde #=I B;¢¥. Na correspondencm‘)[«——» A,
tem lugsr.a Jgualdade {(#', 2.2 Bi)=(«', xG)-—(x’
EB z)=(+' G, ¥), onde @' = L B, e U,

Seju. agora NCM um' sub- espaqo—g 0. ideal es-
querdo n=23", de.Rl, que ¢ ideal de contrac¢Bes em N,

tOmemos FeF por. forma. que yAF-J,:o Entao, sendo,_
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inddz nm anel - denso -de endomorfismos —®, em N,

tendo-se N =MS'=vT’, para. cada v néio nulo perten-
cente a IN. Também aqui, dados o:{:'weN e x e M/,

existe De 3’ tal que x >x D—=waz' [#), como resulta de
existir D& 3’ |w] naquelas exactas condlgoes B, mais geral-

mente ainda, se v1,...,v,e¢N e x1, o, Zne M, existe

CeS’ para o qual x—»xC’—me;(x) Duoma maneira

" mais precisa, 6 Ce L3 [v;] CS’HF"—SQES" onde ¥ con-

serva o mgmﬁcado de anti-radical de 2. Da circunstincia
de existir i eM tal que #'(rn)ue®, conclui-se ser

também MSo—-—N B claro, por outro lado, que, para
cada CeSy, se tem x—>xC=3u; x.(x), onde v;e N,
zieM/, (i=1,2,...,n), pois CeFeMC—-[vl, ¥ IEN.
" A cada N fizemos.corresponder, por via de n=5' o
ideal J,=F'NF. Wsta correspoudencla é biunivoca, como
vamos provar. De facto, dado So, isto 4, dado um ideal
esquerdo de -2 contido em F, formemos MSO_N

" Se G’ for o ideal de contracgBes em N=M S/, tudo estd em

provarmos que qualquer transforma(;.ao linear finita, de M
contida em ', estd contida em §,.. Ponhamos So_

 =g'NF. Sem dtiwda que é §025,. Dado agora BoeSy,

seja ;:-—»xBo_Efu £ (x), onde v; e N, (i=1,2,...,n).
Visto ser, para otwvedT, 'uSo._.‘ER existem endomorﬁs-
mos Bo,eSo tais que 'UBoi—-?Jg, de sorte que x B, =
_ELBO, (x) va;(x) Bo, Se representarmos por
FieGoCF a transformaqao x— vx;(x) ) cons1derarmos,
depois, T F; Bo,, ve-se que z— x D F; Bo, (xI’)Bm_
= Nvx;(#)Bu=x By, de sorte que Bo—-ZF Boe T,

. como se deseja. Bem entendido que, a NN diferentes,

correspondem Ty So dlferentes, como se reconhece verlﬁ--
cando  que a 1gualdade o1 = Joz arrastaria Ny= MESm =
= M oa="N,. Fixemos o segninte enunciado:

TEOREMA 26: —Se R & um anel denso de endambéﬁs-

‘mos — D, de M, sobre D, ¢ se U tem ideais direiios minimos,

kd uma correspondéncia biunivoca completa entre os sub-espa-
g0s—D, de M, e os ideais esquerdos de U contidos no sew
anti-radical, [8, pig. 156].
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" “Havends em @ idesis direitos minimos, hé também
ideais esquerdos minimos. A soma destes ultimos é ainda
ignal mo anti-radical, como se observou no final do § 3.

Seja, entdo, 3' um ideal esquerdo minimo. Pondo MT =
= N=M3Z,, vése que (o)#ﬁé:ﬁ'ﬂ?, o que mostra
ger &/ =g, O ideal §' comp&e-se de transformag@es linea-
res finitas, pelo que terd necessiriamente a forma §'=
—§'[v]. Inversamente, um ideal esquerdo desta forma é
minimo. Assim:

TroReMA 27:— O anti-radical do anel U, do teorema
anterior, é a soma de todos os seus ideais esquerdos 3' (V).
Como um anel primitivo com ideais direitos minimos é
primitivo esquerdo, 08 seus ideais esquerdos minimos,
todos da forma 3 [v], sfo isomorfos. Deste modo precisa-
mos uma observacio j4 feifa. : ‘

Partamos agora dum ideal esquerdo T4 (0) e forme-
mos N=MF' % (¢). Como T’ induz um anel denso deé
ondomorfismos — ©, em N, tem-se também N=v3’,
para cada v 0, »eMN. Dados oFweN e ' e M', ponha-
mos w=00C, Ce}', x>zd= vz! (#), (4 e}, de sorte
que - # >x AC=vCz' (%) —wx' (#), ACeZJ'. Podem
repetir-ge, deste modo, sobre o ideal S/, as consideragBes
4 desenvolvidas sobre o ideal de confracgbes 1, em N,
Tem e R=MZ' =Mg,, N=Mn;n NF=3'NF=
:—._ES_’O . Se §IoF, é §;, = F, ao mesmo tempo que MG =
—MF=M, como resulta da correspondéncia biunivoca
ontre os sub-médulos —D, de M, e os ideais esquerdos
de 2 contidos em F. B ainda, se supusermos &/ maximo,
6o MS'cM, da relagio M=MZ 4N, concluimos
que N’ sé pode fer mma dimensdo, pois que, supondo
y1, Yo €N independentes— @, tor-se-ia 3’ < (3 S [y

c (8, n)==U, onde n' & o ideal de contracgles em R

E valido o

TEOREMA 28:— Se 9 ¢ um anel denso de endomorfis-
mos — ®, de M, sobre ®, com ideais direttos mintmos,

para cada ideal esquerdo T £ (0), 'de. U, ¢ vdlida-& tgual-
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=i = [ — . .,
dade S'NF=nNF, onde n29' é o ideal de contracgBes
em N=MSQ’'. Além. disso, se F’' é mdaimo, ou se tem

MY =M, o« M=F'+[v]. 4 igueldade MS'=M

' realiza-se mediante a dnica condigio B'2F, [8, pig. 18].

Regressemos a0 ot .. ' —_ .

anel . .

dente aue g6 trata d el , anti-isomorfo de 2. E evi-

o recor?h o tl‘ﬁ a dam anel denso em M/, sobre ©. Para
e ' ot .

cer, tomemos #,, ..., #, € M’, independentes —

o '3 2 I - . - .

D, e yﬁ[a vy ¥, € M', quaisquer. Depois, sejam #,, ...,
P - i y = f do 1i
x'—:- e talsl que (%;, #;)=1,. A transiormagio linear

E(x!,xi)y‘. pertence a ', por ser adjunta de #—
L% (y H #). Ora a referida transformagio determina a
correspondéncia # " desej i¢8

pondéneia #; -y, como se deseja. Nestas condigdes,

" 36ja § um ideal direito de 2. O seu correspondents, em 2/,

:gra tu:r.}1 ideal esquerdo ', para o qual, como numa ques-
fo anslogs anterior, se definem &, =S’ N F’ l=
=M =M'S,. As transk ons Tmeeren finitas por
: T ansformactes lineares finitas per-
encentes a J, sio da forma s’ —>3X(#/, ,)y;, com
‘ 1 : A T 7 &
y;6 M/ 3’. Passando a J=J N F, vé-se que J se com-
goe das transformacges lineares contidas em § que sfo da
orma ¥ - % %, (y;, #}. Podemos dizer:

‘TEOREJ\LlA _29:.—)Nas condigbes do teorema 25, hd Auma
correspondéncia biunivoca completa entre os sub-espagos — D
H

’ . J * J o .
de M, e os ideais direitos de QU contidos no seu anti-radical.
Ainda relativamente a ideais direitos, é valido o

" TEOggEMA 30: — Se QA é um anel denso de endomorfis-
i :: —9, de M, sobre ©, com iransformagdes lineares
nitas ndoe nulas e com elemento wm, entdo, dado o ideal

direito mdximo 3, de U, ou é FES, 0w § é o ideal diveito

aniquilador dum sub-espago — D, de M, com uma dimensdo,

[8, pdgs. 18 o 19]. Consideremos a realizagio abstracta

de 2 pelo anel primitivo de 2. Como se vi
: ) ivo . viu no Cap. X
§ B, dado um ideal direito r, de @I, por existir lag Ql,wc;

ideal (r:¥) é o maior ideal bilateral contido em t. Se F é

o correspondente, em %, de FEWU, hé equivaléneia ent
a afirmagio F niio contido em T o (r:¥)= (o), ;e]ig
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seguirite: se a inclusio ndo & vélida, é (r:¥) = (o), visto
que, de contrario, ter-se-ia F S(r:A)Er; inversamente,

" sendo (2:A)=(0), 6 F nio contido em v, pois que

aquele ideal cociente ¢ o maior ideal bilateral contido
g _ ,
Nestas condigSes, seja J o.ideal direito méximo, de A,
que corrosponde a 3. Se FEJ, verifica-se uma das afirma- -
tivas do teorema. Se F n#o estd contido em <, entéo Fnfo estd
contido em I o (8:U)=(0). O médulo A/ 8 irrednti-
vel — % . Conforme um raciocinio do Cap. X1V, § b, U induz
um anel de endomorfismos em /S, o qual é isomorfo de
% o de A. O teorema 4 garante o isomorfismo M==U/F.
Ora, neste tltimo médulo, J & precisamente o ideal direito
aniquiledor de 14+ 9. Se for zeM o correspondente
de 1+ S raquele isomorfismo, o sub-espago [#]% (o) res-
ponde & seganda afirmativa do enunciado, :
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